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一类多边形随机链的 ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数
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摘　要：ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数是一种新的反映物质物理化学性质的拓扑不变量，它与著名的 Ｗｉｅｎｅｒ指数有着紧密
的联系。为了能比较全面地研究一类重要的多边形链的相关性质，结合差分方程和概率论领域一些方法，给出

了此类多边形随机链ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数的期望的具体表达式。作为应用，找到了一类取 ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数极值的
多联苯链并重新得到了一些现已发表的结果。最后，研究了ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数的渐近行为。
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　　Ｗｉｅｎｅｒ指数是最早出现的描述化学分子性质
的拓扑不变量之一，它是由ＨａｒｏｌｄＷｉｅｎｅｒ引入的，
事实证明 Ｗｉｅｎｅｒ指数与物质的沸点，汽化热等有
关。正因如此，Ｗｉｅｎｅｒ指数引起了化学家和数学
家浓厚的研究兴趣 ［１－４］。而作为与 Ｗｉｅｎｅｒ指数联
系紧密的ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数［５］，近几年来受到众多

学者的关注。文献 ［６］讨论了图的ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指
数的界，文献 ［７］讨论了ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数与Ｇｕｔ
ｍａｎ指数的关系，文献 ［８］讨论了极值多联苯链
等等。本文研究一类较为常见的随机链，我们的结

果涵盖了文献 ［８］中的一些结论，同时方法也有

所不同。

１　准备知识
设Ｇ是一个顶点数为 ｎ，边数为 ｍ的连通图，

它的顶点记为 Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，边集记为
Ｅ（Ｇ）＝｛ｆ１，ｆ２，…，ｆｍ｝。记边ｆｉ＝ｕｖ和边ｆｊ＝ｘｙ的
距离为ｄ（ｆｉ，ｆｊ），其定义为
ｄ（ｆｉ，ｆｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｕ，ｘ），ｄ（ｕ，ｙ），ｄ（ｖ，ｘ），ｄ（ｖ，ｙ）｝＋１
据此，图Ｇ的ＥｄｇｅＷｉｅｎｅｒ指数定义为

Ｗｅ（Ｇ）＝∑
ｉ＜ｊ
ｄ（ｆｉ，ｆｊ）＝
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２∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｄ（ｆｉ，ｆｊ）＝

１
２∑

ｍ

ｉ＝１
ｄ（ｆｉＧ）

其中ｄ（ｆｉＧ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｄ（ｆｉ，ｆｊ）。以下，我们记一个多

边形的边数为 Δ，一个随机变量 Ｘ的数学期望记
为Ｅ（Ｘ）。

２　主要定理及其证明
以下总假设所讨论的多边形的边数是偶数，记

为Δ＝２ｋ，ｋ≥２。本文所考虑的多边形链可以看
作是一些多边形的线性组合，要求链中任意两个多

边形之间由一条边连接。图１表示由一个和两个多
边形所组成的链，更一般地，个数为ｎ的多边形链
Ｃｎ可以看作是由个数为ｎ－１的多边形链Ｃｎ－１再加
一个多边形所构成 （图２）。记多边形个数为 ｎ的
随机链为Ｒｎ（ｎ＞２），它可以通过逐个增加多边
形的过程得到。不难看出，由第ｍ（＝１，２，…，ｎ）
步到第ｍ＋１步的变化过程中，共有ｋ种可能：（ｉ）
Ｃｍ→Ｃ

１
ｍ＋１，设其概率为ｐ１；（ｉｉ）Ｃｍ→ Ｃ

２
ｍ＋１，设

其概率为 ｐ２；… （ｉｉｉ）Ｃｍ → Ｃ
ｋ－１
ｍ＋１，设其概率为

ｐｋ－１；（ｉｉｉ）Ｃｍ→Ｃ
ｋ
ｍ＋１，设其概率为１－ｐ１－ｐ２－…

－ｐｋ－１（图３）。这里我们假设以上多边形添加的过
程是零阶马尔科夫过程，意即这些概率 ｐ１，ｐ２，
…，ｐｋ－１均与ｍ无关。

定理２　设ｎ≥１，则有

Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））＝
（２ｋ＋１）ａ
６ ｎ３＋

１
２（４ｋ

３＋８ｋ２－３ｋ－３）ｎ２＋

１
６［１８ｋ

３＋２４ｋ２－９ｋ－９－（２ｋ＋１）ａ］ｎ＋ｋ３

（１）
其中ａ＝（２ｋ＋１）［２ｐ１＋３ｐ２＋… ＋ｋｐｋ－１＋（ｋ＋
１）（１－ｐ１－ｐ２－… －ｐｋ－１）］。

证明　由多边形链的构造，可知
（ｉ）对任意的边 ｅ∈ Ｃｎ－１，有 ｄ（ｆｉ，ｅ） ＝

ｄ（ｅｎ－１，ｅ）＋ｉ，ｉ＝１，２，…，ｋ且ｄ（ｆｉ，ｅ）＝ｄ（ｅｎ－１，ｅ）
＋２ｋ＋１－ｉ，ｉ＝ｋ＋１，ｋ＋２，…，２ｋ；
（ｉｉ）Ｃｎ－１有δ２ｋ·（ｎ－１）＋ｎ－２条边；

（ｉｉｉ）∑
２ｋ

ｊ＝１
ｄ（ｆｉ，ｆｊ）＝ｋ

２，ｉ＝１，２，…，２ｋ。

图１　一个和两个多边形组成的链
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｐｏｌｙｇｏｎｃｈａｉｎｓｗｉｔｈｏｎｅａｎｄｔｗｏｐｏｌｙｇｏｎｓ

基于以上事实，不难得到如下关系

图２　ｎ个多边形组成的链
Ｆｉｇ２　Ａｐｏｌｙｇｏｎｃｈａｉｎｗｉｔｈｎｐｏｌｙｇｏｎｓ

图３　第ｎ＋１个多边形有ｋ种不同的连接方式
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｋｔｙｐｅｓｏｆｌｏｃａｌａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｓｉｎ
ｐｏｌｙｇｏｎｃｈａｉｎｓｗｉｔｈｎ＋１ｐｏｌｙｇｏｎｓ

ｄ（ｆ１ Ｃｎ）＝ｄ（ｆ２ｋ Ｃｎ）＝

ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋１×δ＋ｋ
２＋１ （２）

ｄ（ｆ２ Ｃｎ）＝ｄ（ｆ２ｋ－１ Ｃｎ）＝

ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋２×δ＋ｋ
２＋２ （３）

ｄ（ｆｋ－１ Ｃｎ）＝ｄ（ｆｋ＋２ Ｃｎ）＝

ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋（ｋ－１）×δ＋ｋ
２＋ｋ－１（４）

ｄ（ｆｋ Ｃｎ）＝ｄ（ｆｋ＋１ Ｃｎ）＝

ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋ｋ×δ＋ｋ
２＋ｋ （５）

ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ）＝ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋ｋ
２＋ｋ （６）

及

Ｗｅ（Ｃｎ）＝Ｗｅ（Ｃｎ－１）＋（２ｋ＋１）·
ｄ（ｅｎ－１ Ｃｎ－１）＋（ｋ＋１）ｋ·δ＋ｋ

３＋ｋ２＋ｋ（７）
边值条件为Ｗｅ（Ｃ０）＝ｄ（ｆ０ Ｃ０）＝０。在 （７）式
中用ｎ＋１替换ｎ，有

Ｗｅ（Ｃｎ＋１）＝Ｗｅ（Ｃｎ）＋（２ｋ＋１）·
ｄ（ｅｎ Ｃｎ）＋（ｋ

２＋ｋ）（２ｋ＋１）ｎ＋ｋ３ （８）
对于随机链 Ｒｎ而言，ｄ（ｅｎ Ｒｎ）是随机变量，记它
的数学期望为Ｕｎ ＝Ｅ（ｄ（ｅｎ Ｒｎ））。考虑到链的对
称性，共有ｋ种情形需要讨论。

情形１，Ｃｎ→Ｃ
１
ｎ＋１，此时边 ｅｎ接于顶点 ｘ２或

９４
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ｘ２ｋ，而ｄ（ｅｎ Ｃｎ）由 （２）式给出；

情形２，Ｃｎ→Ｃ
２
ｎ＋１，此时边 ｅｎ接于顶点 ｘ３或

ｘ２ｋ－１，而ｄ（ｅｎ Ｃｎ）由 （３）式给出；


情形ｋ－１，Ｃｎ→Ｃ
ｋ－１
ｎ＋１，此时边ｅｎ接于顶点ｘｋ

或ｘｋ＋２，而ｄ（ｅｎ Ｃｎ）由 （４）式给出；

情形ｋ，Ｃｎ→Ｃ
ｋ
ｎ＋１，此时边ｅｎ接于顶点ｘｋ＋１，

而ｄ（ｅｎ Ｃｎ）由 （５）式给出。

若以上 ｋ种情形发生的概率分别为 ｐ１，ｐ２，
…，ｐｋ－１和１－ｐ１－ｐ２－… －ｐｋ－１，则
Ｕｎ ＝ｐ１［ｄ（ｅｎ－１ Ｒｎ－１）＋２·δ＋ｋ

２＋２ｋ－１］＋

ｐ２［ｄ（ｅｎ－１ Ｒｎ－１）＋３·δ＋ｋ
２＋２ｋ］＋… ＋

ｐｋ－１［ｄ（ｅｎ－１ Ｒｎ－１）＋（ｋ－１）·δ＋ｋ
２＋３ｋ－３］＋

（１－ｐ１－ｐ２－… －ｐｋ－１）
［ｄ（ｅｎ－１ Ｒｎ－１）＋ｋ·δ＋ｋ

２＋３ｋ－２］ （９）
对 （９）式两边求期望，则有

Ｕｎ ＝Ｕｎ－１＋ａｎ＋ｂ （１０）
其中

ａ＝（２ｋ＋１）［２ｐ１＋３ｐ２＋… ＋ｋｐｋ－１＋
（ｋ＋１）（１－ｐ１－ｐ２－… －ｐｋ－１）］，

ｂ＝ｋ２＋２ｋ－３－ａ
初始条件为Ｕ０ ＝０。结合 （１０）式，可得

Ｕｎ ＝
ａ
２ｎ

２＋（ａ２＋ｂ）ｎ （１１）

将 （９）式中的链换成相应的随机链，并代入
（１２）式，有

Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））＝Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ））＋
（２ｋ＋１）ａ
２ ｎ２＋

［４ｋ３＋８ｋ２－３ｋ－３－（２ｋ＋１）ａ２ ］ｎ＋ｋ３

初始条件为 Ｅ（Ｗｅ（Ｒ０））＝０，经过化简，可以证
明 （１）式成立。

３　应　用
本节我们例举一些 （１）式的应用。
推论 １对固定的 ｎ≥ ２，当 ｐ１ ＝ｐ２ ＝

… ＝ｐｋ－１ ＝０时，Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））取得最大值，当
ｐ１ ＝１，ｐ２＝… ＝ｐｋ－１＝０时，Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））取得最
小值。

证明　经过简单的运算，由定理１可知

Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））＝
１
２（４ｋ

３＋８ｋ２－３ｋ－３）ｎ２＋

１
２（６ｋ

３＋８ｋ２－３ｋ－３）ｎ＋ｋ３＋

（２ｋ＋１）ａｎ
６ （ｎ２－１） （１２）

这里ａ＝（２ｋ＋１）［２ｐ１＋３ｐ２＋… ＋ｋｐｋ－１＋（ｋ＋
１）（１－ｐ１－ｐ２－…－ｐｋ－１）］，（１２）的最值取决于最
后一项，即取决于ａ的取值．显然，ａ分别在 ｐ１ ＝
ｐ２ ＝… ＝ｐｋ－１ ＝０和ｐ１ ＝１，ｐ２ ＝… ＝ｐｋ－１ ＝０
时取得它的最大值和最小值，推论得证。

特别地，取ｋ＝３，即Δ＝６时，我们有

Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））＝８４ｎ
２＋１１１ｎ＋２７＋７ａｎ６（ｎ

２－１）

（１３）
此时，ａ＝（２ｋ＋１）［２ｐ１＋３ｐ２＋（ｋ＋１）（１－ｐ１－
ｐ２）］。当ｐ１ ＝ｐ２ ＝０时，有

Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））＝
９８
３ｎ

３＋８４ｎ２＋２３５３ｎ＋２７

（１４）
上式和文献 ［８］中定理３２的结果是一致的，他
们的定理３３，３４也可以用我们的方法得到。最
后，我们给出Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））的渐近行为。

推论 ２　当 ｎ→ ∞ 时，有 Ｅ（Ｗｅ（Ｒｎ＋１））～
（２ｋ＋１）ａ
６ ｎ３。
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